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ESPONENTE DI HURST ED ANALISI
RESCALED RANGE: ALCUNI RISULTATI

MARCO CORAZZA

Dipartimento di Matematica Applicata ed Informatica, Universita “Ca’ Foscari” di Venezia

ABSTRACT Empirical results relating to the analyses of economic-financial
time series have pointed out an increasing interest towards both the stochastic
processes known as fractional Brownian motions and the so called rescaled
range analysis. In this paper some theoretical results relating to the classical
version of such an analysis are proposed.

KEYWORDS Fractional Brownian motion, Hurst exponent, rescaled range
analysis.

1. INTRODUZIONE

Risultati empirici relativi all’analisi delle serie temporali economico-finanziarie
hanno evidenziato un crescente interesse nei confronti sia dei processi stocastici
noti come moti Browniani frazionari (mBf) che dell’analisi rescaled range (ana-
lisi R/S), ([21], [22], [13], [14], (3], [15], [11], [18], [24), (26, [1], [4], (8], [9], [10],
[25], [16], [5] e [6]). Questo interesse & dovuto alla capacita dei primi di rap-
presentare processi stocastici i cui generici incrementi sono variabili aleatorie
gaussiane stocasticamente dipendenti ed alla capacita della seconda di testare
Iipotesi sulla presenza di indipendenza a lungo termine nelle realizzazioni di
incogniti processi stocastici e, nel caso di suo rigetto, di stimare 1’“intensita”
della dipendenza presente.
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In questo lavoro si propongono alcuni risultati teorici relativi all’analisi
R/S nella sua versione classica. In particolare, nella sezione 2. si illustrano
sinteticamente alcuni aspetti teorici relativi agli mBf; nella sezione 3. si pre-
sentano gli aspetti algoritmici relativi all’analisi R/S nella sua versione classica;
nella sezione 4. si propongono i risultati teorici relativi a tale analisi e nella
sezione 5. si presentano delle osservazioni e considerazioni finali.

2. ASPETTI TEORICI RELATIVI AI MOTI BROWNIANI FRAZIONARI

Gli aspetti teorici relativi agli mBf utili per una pili agevole comprensione
degli aspetti algoritmici relativi all’analisi R/S necessitano previamente della
seguente definizione (per i cui maggiori dettagli si veda [19], [12], [17] e [18]):

Definizione 2.1. Sia dato un processo stocastico X (¢) : [0, +00o[— R. Questo

processo si definisce moto Browniano standard (mBs) (unidimensionale) se si
ha

(2.1.1) X (0) = 0 con probabilita uno,
(2.1.2) X (t) continuo quasi ovunque per ogni t € [0, +o0],
(2.1.3) il generico incremento

X(t+ At) — X (t) £ N(0, At), Vt > 0, VAL > 0 (2.1)

e
(2.1.4) i generici incrementi X (¢;) — X (ti—1), i = 1,...,n, sono variabili aleato-
rie stocasticamente indipendenti per ogni partizione {0 <to,t1,...,tn<

400, t0 <t £...< tn} di [0, +OO[
In relazione alla Definizione 2.1. & da porre in evidenza quanto segue:

(2.A.1) dato un mBs X(t), & possibile verificare che i generici incrementi che
figurano nella (2.1.4) risultano stazionari (ad esempio si veda [17]) o,
equivalentemente, che

X (t+ At) — X (t) £ X (At) — X(0) £ N(0,At), V¢ > 0, VAL > 0;  (2.2)

(2.A.2) per la relazione (2.2) e per le proprieta dell’operatore varianza, si ha
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X(t + At) — X(8) £ N(0,At) £ ALSN(0,1) £ AP [X (t +1) — X (B)],
Vt > 0, VAL > 0. (2.3)

Ora, & possibile illustrare il concetto di mBf mediante la seguente definizione
(per i cui maggiori dettagli si veda [21], [13], [12] e [18]):

Definizione 2.2. Sia dato un processo stocastico Xg(t) : [0, +oco[— R e sia
data una costante reale H, con 0 < H < 1, detta esponente di Hurst. Questo
processo si definisce moto Browniano frazionario (unidimensionale) di indice H
se si ha

(2.2.1) Xy (0) = 0 con probabilita uno,
(2.2.2) Xpg(t) continuo quasi ovunque per ogni t € [0, +oo,
(2.2.3) il generico incremento
Xp(t + At) — X (t) £ N(0,At*H), vt > 0, VAL > 0 (2.4)

e

(2.2.4) i generici incrementi Xy (t;) — Xg(ti-1), ¢ = 1,...,n, sono variabili
aleatorie stocasticamente dipendenti per ogni partizione {0 < to, %1, ...,
tn < 400, to < t; < ... < tp} di[0,+o00[ quando H # 0.5.

In relazione alla Definizione 2.2. & da porre in evidenza quanto segue:

(2.B.1) dato un mBf Xg(t), & possibile verificare che anche i generici incrementi
che figurano nella (2.2.4) risultano stazionari (ad esempio si veda [21])
0, equivalentemente, che

Xu(t+At)— Xu(t) & Xug(At)—Xu(0) £ N0, At?H), vt > 0,VAL > 0; (2.5)
(2.B.2) per la relazione (2.5) e per le proprieta dell’operatore varianza, si ha

Xu(t + At) — Xp(t) £ N0, A2H) £ AtAN(0,1) £ At X (t + 1) — Xu(t)),
Vt € [0, +oo[, VAL > 0. (2.6)
Relativamente al processo stocastico introdotto nella Definizione 2.2. si ha il

seguente risultato teorico (per i cui maggiori dettagli si veda [21], [23], [12],
[18], [10] e [2]):
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Proposizione 2.1. Sia dato un moto Browniano frazionario (unidimensionale)
di indice H, con 0 < H < 1, Xg(t). Allora si ha la seguente funzione di auto-
correlazione:

B{(Xn(t+At) — Xp @) Xu(t+ A7+ A - Xp(E L AT)]} des -\ oy
VE{Xuli+ A1) - XaOPYEAXu + A+ BOPY

1
T2

2H 2H
(1ar1+1)" = 21arP + (jar|-1) ] ,VE>0,VAE>0.  (27)

In relazione alla Proposizione 2.1. & da porre in evidenza quanto segue:

(2.C.1) & possibile verificare che la funzione di auto-correlazione (2.7) & minore
(maggiore) di 0 quando 0 < H < 0.5 (0.5 < H < 1) o, equivalente-
mente, che i generici incrementi X (t+At)— X g (t) e Xu(t+AT+At)—
Xg(t + A7) risultano negativamente (positivamente) auto-correlati;

(2.C.2) & possibile verificare che la funzione di auto-correlazione (2.7) & uguale
a 0 quando H = 0.5, per ogni A7 o, equivalentemente, che i generici
incrementi Xg(t + At) — Xp(t) e Xu(t + A7 + At) — Xg(t + A7)
risultano non auto-correlati;

(2.C.3) per la funzione di auto-correlazione (2.7) si ha che il mBf X (t) non &
un processo stocastico di Markov quando H # 0.5.

3. ASPETTI ALGORITMICI RELATIVI ALL’ANALISI RESCALED RANGE

In questa sezione si presentano gli aspetti algoritmici relativi all’analisi R/S
nella sua versione classica che assume 1’assenza di una struttura di auto-dipen-
denza a breve termine. Tale analisi, capace di testare I'ipotesi nulla sulla pre-
senza di indipendenza a lungo termine nelle realizzazioni di incogniti processi
stocastici, si basa, in sostanza, sulla determinazione del valore dell’esponente di
Hurst H. In particolare, se 0 < H < 0.5 (0.5 < H < 1) allora si rigetta tale ipo-
tesi nulla e le date realizzazioni dei processi stocastici risultano negativamente
(positivamente) auto-dipendenti, invece, se H = 0.5 allora si accetta tale ipo-
tesi nulla. E da porre in evidenza come, nel caso di rigetto dell’ipotesi nulla,
I’“intensita” dell’auto-dipendenza negativa (positiva) risulti tanto piu “forte”
quanto piu H sia vicino allo zero (all’uno). L’illustrazione di questa analisi
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nella sua versione classica necessita previamente della seguente definizione (per

i cui maggiori dettagli si veda [23], [18], [24], [10] e [2]):
Definizione 3.1. Sia data la serie temporale z = {z;, j = 1,...,T}, rea-

lizzazione dell’insieme finito di variabili casuali X = {X,, j = 1,...,T}. Si
definisce rescaled range classico la quantita
(3.1)

R(z;T) des maxicicr{z}} — mimcicr{z}}
s(z; T)

s(z; T) =
def

(ElT=1 z;)/T media campionaria della serie

dove
= Y _,(zx —m7), con my
{[Z;‘rzl(mz — mr)?]/T}'/? scarto quadratico medio della serie tem-

z; =
temporale z,
s@T) ¥

porale z.

E da notare come il range R(z; T) rappresenti il campo di variazione della serie
temporale z* = {z},i = 1,...,T} degli scarti dalla media cumulati della serie
temporale z e, come, la sua riscalatura, mediante lo scarto quadratico medio

campionario s(z;T) della serie temporale z, ne effettui una standardizzazione.

Ora, & possibile verificare 1’esistenza di un legame tra il rescaled range classico
(3.1) e lesponente di Hurst H, legame rappresentabile mediante la seguente

relazione di equivalenza asintotica (ad esempio si veda [10]):
E RzT) aTH quando T — +o0 (3.2)
s(z; T)

dove
a > 0: costante,
(3.3)

0, equivalentemente,
E[R(z; T)/s(z; T)] _

lim
T—+00 aTH
E quasi superfluo porre in evidenza come, in corrispondenza di valori oppor-

tunamente elevati della numerositid campionaria 7', dalla (3.2), in termini ap-

(3.4)

@) } } ~ In(a) + H In(T).

prossimati, si abbia
| { . [R(z;T)
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Al fine di determinare il valore dell’esponente di Hurst sono state affinate e
successivamente coordinate a sistema distinte tecniche (per maggiori dettagli
si veda [22], [13], [23], [18], [24], [4], (8], [9] e [10]). La procedura di stima cosi
approntata si articola come segue a partire dalla realizzazione z = {zj,j =
1,...,T} che specifica la serie temporale da indagare:

Passo 1: si inizializza la numerositd campionaria N associata a delle
sotto-serie temporali da ottenere da z a No < T

Passo 2: si determinano le sotto-serie temporali (non sovrapponen-

. oo sois d . d .
tesi) ottenibili da z come z; y e/ {zj,j = 1,...,N}, Zo n =4 {z4,7

d d
N+1,...,2N}, o zin 2 {25 = (= DN +1,..,iN}, .., Zgn

{z;,7=(K -1)N+1,...,KN}, con K = Int(T/N);
Passo 3: in corrispondenza di ognuna delle sotto-serie temporali z; v,

S

con i = 1,...,K, si determina la media campionaria m; y, si determina la

sotto-serie temporale degli scarti dalla media cumulati z7 v e {lioiyNan =
i1 (@—1yn+t — min),m = 1,...,N}, si determina il campo di varia-
zione di quest’ultima sotto-serie temporale, R;(z; N) = maxi<i<n{Z] y}—
mini <i<N{Z] N}, si determina lo scarto quadratico medio campionario di
z; N, si(z; N), e si determina il rapporto R;(z; N)/si(z; V);

Passo 4: si determina la media campionaria R(z;N)/s(z; N) =
{1 [Ri(z; N) /si(a; N/ K;

Passo 5: si reinizializza la numerositd campionaria N associata alle
sotto-serie temporali a N = N + S, con S > 0;

Passo 6: se si verifica che N < T si va al Passo 2, altrimenti si va al
Passo 7;

Passo 7: si determina il valore della stima dell’esponente di Hurst
H;, con | = Ny + kS, in corrispondenza di ognuno dei valori della nume-
rositd campionaria associata alle sotto-serie temporali determinati ponendo
k=23,...,L, con L = Int[(T — Np)/S], mediante I'utilizzo di un modello
di regressione lineare applicato alla relazione (3.4);

Passo 8: si determina il valore della stima dell’esponente di Hurst H (z)
associato alla serie temporale z a partire dagli L —1 valori H;, conl= Ny+kS,
con k = 2,3,..., L, mediante 'utilizzo di un opportuno criterio di scelta (per
maggiori dettagli si veda [13], [23], [10] e [5]).
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In relazione all’analisi R/S nella sua versione classica & da porre in evidenza
quanto segue:

(3.D.1) & possibile verificare che la procedura di stima precedentemente
introdotta & robusta! relativamente all’ipotesi di gaussianita per i processi sto-
castici che generano le serie temporali (ad esempio si veda [23] e [18]);

(3.D.2) & possibile verificare che tale procedura di stima converge, con
probabilitd uguale a uno, anche per processi stocastici che generano le serie
temporali aventi momento del secondo ordine non esistente in quanto infinito
(ad esempio si veda [22]) e, dunque, risulta “superiore” a quelle statistiche
(classicamente) basate su questo stesso momento.

4. RISULTATI TEORICI RELATIVI ALL’ANALISI RESCALED RANGE

In questa sezione si propongono alcuni risultati teorici relativi all’analisi R/S
nella sua versione classica.

Proposizione 4.1. (Corazza M.) Sia data una serie temporale z = {x;, i =
1,2,...,T} avente esponente di Hurst H(z) e siano date delle costanti reali a
eb, cona € Rgebdbe R. Allora la serie temporale z = {2; = az; + b, 1 =
1,2,...,T} ha esponente di Hurst

H(z) = H(). (4.1)

Dimostrazione. Verificare la relazione (4.1) & equivalente, per la relazione
(3.4) e per i Passi 7 e 8 della procedura di stima precedentemente introdotta,
a verificare che

R(z1) _ R(z;!)
s(z;l)  s(zl)’

l=Ny+kS k=2,3,...,L. (4.2)

1 Una procedura di stima S7(X) di un parametro ¥, dove T & la numerosita campio-
naria, si dice che & robusta relativamente ad una specificata ipotesi se le sue “caratteristiche”
dedotte, rispettivamente, assumendo e non assumendo quella specificata ipotesi, non differi-
scono “significativamente”.
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Relativamente al campo di variazione R(-;1), per la Definizione 3.1. e per le
proprieta degli operatori media campionaria, minimum e mazimum, si ha

R(z;l)= max{z*} 1rém<ll{z }——1< <,{Z[zﬂ my (z)} 112121{'2[27 my( z)]}
m<a,éc{2[a:r:J +b—my(az + b)]} lrgzi_rsll{’Z[azj +b—my(az + b)]} -

j=1

=lnsl?%cl{i[amj+b—aml(§) b} lréug{Z[am]+b amy(z)— b]}

j=1

a{maxlsisl{zzzl [z;—my (:1_:)]} - minlgz-gz{Z;:l [z; —my (g)]}} sea>0

_a{max1<,<l{zj Lzg—ma( :c)} m1n1<,<l{ZJ 11 ml(m)]}} sea<0
=|a|R(z;1), | = No + kS, k=2,3,..., L. (4.3)

Relativamente allo scarto quadratico medio campionario s(-; 1), per le proprieta
dell’operatore varianza campionaria, si ha

sz 1) = [s2(z; DY = [s*(az + b 1)]/? = [a®s% (z; )])/? = lals(z; ),
I=No+kS, k=23,...,L. (4.4)
Ora, sostituendo le (4.3) e (4.4) nel primo membro della (4.2) si ottiene

R(z;1) _ |a|R(z;1) _ R(z;l)
s(z;l)  lals(z;l)  s(zl)’

a#0,1=No+kS, k=2,3,...,L. (4.5)
| |

Proposizione 4.2. (Corazza M.) Sia data una serie temporale z = fay, 1 =
1,2,...,T} avente serie degli scarti dalla media cumulati z* non crescente o
non decrescente. Allora per questa si ha

l
R(g;l) = ¢y [z, —mu(@)], | = No+kS, k=2,3,..., L, (4.6)

Jj=2

dove
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6= —1 se z* & non crescente
1 se z* € non decrescente

Dimostrazione. Per la Definizione 3.1. e per la non crescenza (non decre-
scenza) della serie temporale z*, si ha

i i
R(z; )= max {z}} - min {z; }=max {; [z —m (z:.)]} g% {'; s —mu (z)]}=
_{m’{ — z} =z —my(z)] —Z§=1 [zj —my(z)] sez* & non crescente

] —x]= Z§.=1 [z1 —mu(z)]—[z; —mu(z)] sez* & non decrescente

_{ = Z;zz [z; — mi(z)] se z* & non crescente

Z§=2[$j —my(z)) se * & non decrescente
!
=¢> [zj —mu(z)], 1 =No+kS, k=2.3,...,L (4.7)
Jj=2
n

Proposizione 4.3. (Corazza M.) Siano date due serie temporali z = {z;, i =
1,2,...,TYey={yi, i =1,2,...,T} aventi, rispettivamente, serie degli scarti
dalla media cumulati z* e y* entrambe non crescenti o non decrescenti. Allora

la serie temporale z = {z; = z; +yi, ¢ = 1,2,...,T} ha rescaled range classico
Rzl) 9% ;mlzs —mu(@) +y; —mi(y)]
s(z;l)  [s2(z; 1) + s2(y; 1) + 2pg,8(z; D)s(y; D]V
l=No+ kS, k=2,3,...,L, (4.8)
dove

b=

psz,y: coefliciente di correlazione lineare tra la serie temporale z e la serie tem-

—1 se z* e y* sono non crescenti
1 se z* e y* sono non decrescenti’

porale y.

Dimostrazione. Relativamente al campo di variazione R(:;1), con | = Np +
kS, k = 2,3,...,L, per la Definizione 3.1., per la Proposizione 4.2. e per la
non crescenza (non decrescenza) di entrambe le serie temporali z* e y*, si ha

R(z;1)= M1 — min{z]} = X 1 — mi : 1=
(2:1) = maxfel} - min (7} = maxfz] +yi} - minfel +yi)
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l
- * . * N _ 3 N — R { —
= maxfo} - min foi} + maxfyi} - min b} ¢j§[w3 mu(z) +y; —mu(y)),

l=No+kS, k=2,3,...,L. (4.9)

Relativamente allo scarto quadratico medio campionario s(-; 1), con ! = No+kS,
k=2,3,...,L, per le proprieta dell’operatore varianza campionaria, si ha

s(2;1) = [s%z; )]V%= [sAz+y; D)= 8%z 1) +5%(y3 ) + 202,552 s (y; DI,
l=No+kS, k=2,3,...,L. (4.10)

Ora, sostituendo le (4.9) e (4.10) nel primo membro della (4.8), si ottiene il
secondo membro della (4.8). r

5. OSSERVAZIONI E CONSIDERAZIONI FINALI

Dai risultati proposti nella precedente sezione 4. si hanno le seguenti osserva-
zioni e considerazioni finali:

(5.A) i risultati presentati nelle Proposizioni 4.1., 4.2. e 4.3. permettono,
soddisfatte le soggiacenti ipotesi, una determinazione del valore dell’esponente
di Hurst computazionalmente pilt agevole rispetto a quella ottenibile mediante
la procedura di stima descritta nella sezione 3.;

(5.B) attualmente, al fine di generalizzare il risultato presentato nella
Proposizione 4.1., si sta lavorando su di una nuova versione di tale proposizione
in cui la serie temporale z = {z; = az; + b, 1 = 1,2,...,T} & sostituita dalla
serie temporale z = {z; = az; +b+¢€;,1=1,2,...,T}, dovee;, 1 =1,2,...,T,
sono variabili casuali che si distribuiscono indipendentemente ed identicamente
con media uguale a 0 e varianza uguale a 1;

(5.C) attualmente, al fine di generalizzare anche il risultato presentato
nella Proposizione 4.3., si sta lavorando su di una nuova versione di tale propo-
sizione in cui 'ipotesi di non crescenza o non decrescenza di entrambe le serie
degli scarti dalla media cumulati z* e y* & rimossa.
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